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ВИКОРИСТАННЯ РЕПЛІКАТОРНОЇ ДИНАМІКИ  
В ІГРАХ ЗІ ЗВОРОТНІМ ЗВ’ЯЗКОМ ЯК МОЖЛИВИЙ РОЗВИТОК 
КОЕВОЛЮЦІЙНОЇ ТЕОРІЇ ІГОР

У наданій публікації було проаналізовано існуючі дослідження використання коеволюційної теорії 
ігор в контексті аналізу проблем біології на прикладі гри «голуб-яструб». В контексті вакцінації, було 
оглянуто розроблену модель осцілуючої еволюційної гри «трагедії спільноти». Оглянуто вектори вико-
ристання подібних моделей для аналізу поведінки бактеріологічних культур.

Запропонована модель реплікаторної динаміки для ігор зі зворотнім зв’язком розглядає наслідки 
повторення, коли повторювані дії гри впливають на середовище. У таких повторюваних іграх вини-
кають стратегії, які включають співпрацю, навіть якщо співпраця в іншому випадку є програшною 
в одноетапній або одноходовій версії гри. В оглянутій системі окремі агенти не грають один проти 
одного багаторазово або, кажучи по іншому, не “згадують”, як неодноразово грали проти один проти 
одного. Натомість гра, що розвивається із зворотним зв’язком, змінюється з часом як прямий резуль-
тат накопичених дій агентів. До цього часу ми припускали, що навколишнє середовище може відно-
витися з майже виснаженого стану. Швидкість поновлення вважалася пропорційною частці коопе-
ратора. У цьому сенсі наша робота також вказує на нові можливості контролю – чи відновлення, чи 
обмеження ресурсів.

У цій публікацій буде оглянуто єдиний підхід до аналізу та розуміння ігор, що розвиваються із зво-
ротним зв’язком. Цей підхід називається винахідниками «коеволюційною теорією ігор», що позначає 
пов'язану еволюцію стратегій та середовища. Ключовою концептуальною інновацією цього підходу є 
розширення динаміки реплікатора, включаючи динамічні зміни навколишнього середовища. У цьому 
сенсі розглянутий підхід доповнює нещодавні спроби розглянути еволюцію виплат у фіксованому серед-
овищі. Тут зміни в середовищі модулюють виплати. З таким припущенням, ми можемо аналізувати 
задачі, в яких індивідуальна поведінка агента є невід’ємним компонентом системи. Для вивчення кон-
кретного випадку ми повертаємося до трагедії, що виникла у прикладі загального користування, і 
запитуємо: що станеться, якщо надмірне використання ресурсу змінить стимули для майбутніх дій 
гравців? Як було показано дослідниками, накопичений зворотний зв'язок з рішеннями може згодом змі-
нити виплати, що призведуть до нових динамічних явищ та нових викликів для контролю.

Ключові слова: теорія ігор, трагедія общин, еволюційні ігри, коеволюція, реплікаторна динаміка.

Постановка проблеми. Одна з ключових про-
блем класичної теорій ігор полягає в тому, що 
гравці максимізують свою нагороду не зважаючи 
на глобальний максимум, що може бути досягну-
тий спільними зусиллями. Подібне явище ілю-
струє Трагедія спільного – ситуація з надмірним 
використанням суспільного блага що призводить 
до повного вичерпання ресурсів.

У цій публікації буде адресована та проаналі-
зована проблема передбачення стану системи при 
припущенні раціональної поведінки агентів та 
зміни поведінки агентів при наближенні до “спус-
тошення” та “наповнення” системи.

З точки зору практичного використання, моде-
лювання систем на основі циклічного репліка-
тора дозволяє зручніше виражати і досліджувати 
задачі де середа може впливати на зміну стратегій 
агентів. 

Поєднання еволюційного да кооператив-
ного підходу до теорії ігор дозволяє моделювати 
складні волатильні висококонкурентні системи 
(фінансові ринки чи епідеміологія, наприклад). 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Коопераційні та коеволюційні ігри зростають 
у популярності у роботах стосовно еволюційної 
біології та економіки. 
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Ключове дослідження для цієї публікації – 
“An oscillating tragedy of the commons in replicator 
dynamics with game-environment feedback”, було 
опубліковано в листопаді 2016 року [1].

Це дослідження будує виділяє та характери-
зує новий клас коеволюційних ігор – осцилюючу 
трагедію спільноти та пропонує нові напрямки 
вивчення ігор де дії агентів мають вплив на серед-
овище. 

Також розвиток теорії ігор активно рухається 
у напрямку поєднання еволюційного та коалі-
ційного підходів [2]. Коаліційно-еволюційна гра 
моделює ситуацію, де при еволюційній грі спо-
глядається суперадитивність нагороди. 

При цьому розглядається дві гри, де коаліція 
розглядається як агент в еволюційній грі, а гра-
вець – як агент в коаліційній [2]. 

Формулювання цілей статті. Мета публікації 
полягає в аналізі існуючої літератури і останніх 
досліджень та виділення основних векторів роз-
витку коеволюційної теорії ігор в контексті ана-
лізу проблем розподілу дивідентів, трагедії спіль-
ноти та вакцинації.

У цій роботі буде розглянута реплікаторна 
динаміка для коеволюційної гри зі зворотнім 
зв’язком. Будуть досліджені коливання точки рів-
новаги агентів, що кооперуються.

Викладення основного матеріалу дослі-
дження. Один із шляхів аналізу та подолання 
Трагедії спільного полягає у застосуванні еволю-
ційної теорії ігор та модифікації реплікаторної 
динаміки до стану осциляції між станами “напо-
внення” та “спустошення”. 

Теорія ігор ґрунтується на принципі, згідно 
з яким агенти обирають дії раціонально в контек-
сті певних стимулів. На практиці стимули пред-
ставлені у вигляді виплат, що залежать від обраної 
агентом стратегії. Еволюційна теорія ігор поши-
рює теоретичні принципи гри на моделювання 
систем з динамічною змію стратегій. Репліка-
торна динаміка є однією з найчастіше використо-
вуваних методологій побудови таких моделей [1]. 
При використанні рівняння реплікаторної дина-
міки частота зміни стратегій змінюються як функ-
ція соціального складу спільноти. Наприклад, 
у грі зі сніговими заметами (також відома як гра 
«яструб-голуб»), люди вибувають, коли коопера-
ція між гравцями поширена, але вимушені співп-
рацювати, коли кооперація відстутня або рідкісна. 
Як наслідок, передбачається, що співпраця збе-
режеться між часткою громади. Тоді як у дилемі 
ув'язненого окремі особи стимулюються до утри-
мання від активних дій незалежно від поширен-

ності кооперації. Це призводить до панування 
«утримання».

Тут нас цікавить інший вид еволюційної гри, 
в якій індивідуальна дія змінює як соціальний 
склад, так і контекст середовища для подальших 
дій. Зворотній зв'язок, що залежить від стра-
тегії, існує у всіх масштабах – від мікробів до 
людей у   суспільних іграх та у дилемах ресур-
сів загального користування [3]. Серед мікробів 
зворотний зв'язок може виникнути через фікса-
цію неорганічних поживних речовин з огляду 
на виснаження запасів органічних поживних 
речовин, виробництво позаклітинних фермен-
тів, що поглинають поживні речовини, таких як 
сидерофори, або ферментів, таких як інвертаза, 
що гідролізують дифузійні продукти, та вивіль-
нення позаклітинних сполук антибіотиків [4]. 
для суспільного блага виробництво змінюється, 
оскільки виробництво впливає на стан навко-
лишнього середовища. Такий спільний вплив 
відбувається в людських системах, наприклад, 
коли люди вирішують робити вакцинацію чи 
ні [5]. Рішення не робити вакцинацію остан-
нім часом пов’язують із спалахами дитячих 
інфекційних захворювань, які можна запобігти, 
у Північній Каліфорнії. Ці спалахи змінюють 
подальші стимули до вакцинації. Такі сполучені 
відгуки також виникають у дилемах щодо сус-
пільних благ, що стосуються використання води 
чи інших ресурсів. У період поповнення ресур-
сів менше стимулів для стриманості. Однак над-
мірне використання в період повної доступності 
ресурсів може призвести до виснаження ресурсу 
та зміни стимулів [5].

Модель еволюційної гри з реплікаторною 
динамікою зі зворотнім зв’язком.

Ми розглядаємо модифіковану версію стан-
дартної реплікаторної динаміки, де:

 x x x r x A n r x A n` , , ,� �� � � �� � � � �� ��� ��1 1 2 �

n n n f x�̀ �� � � �1                          (1)
У формулі f (x) позначає зворотний зв'язок 

гравців з навколишнім середовищем і додаток n 
(1 – n) гарантує, що стан навколишнього серед-
овища обмежений областю [0,1]. Значення ε 
є властивістю агентів і позначає відносну швид-
кість, за допомогою якої окремі дії змінюють 
стан навколишнього середовища. Модель відріз-
няється тим, що матриця виплат A (n) залежить 
від навколишнього середовища, а стратегія та 
динаміка навколишнього середовища пов'язані 
між собою (див. Рисунок 1). Стан навколишнього 
середовища характеризується скалярним значен-
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ням, n. Стан навколишнього середовища зміню-
ється в результаті дій стратегів, так що знак f (x) 
позначає, чи збільшиться чи зменшиться n, що 
відповідає погіршенню чи покращенню навко-
лишнього середовища, якщо f < 0 або f > 0 відпо-
відно. Нарешті, швидкість екологічної динаміки 

частково визначається безрозмірною кількістю ε, 
так що коли 0 < ε <<	1, то зміна навколишнього 
середовища є відносно повільною у порівнянні зі 
зміною стратегій.

При цьому матриця виплат має наступний 
вигляд:

Рис. 2. Постійні коливання стратегій та середовища. Ліворуч – часовий ряд частки кооператорів x 
(синій) та стан середовища n (зелений) відповідають динаміці, що випливає з формули (3) з ε = 0,1, θ = 2 
та виплатами R = 3, S = 0, T = 5 та P = 1. Праворуч – динаміка фазової площини системи x – n. Стрілки 

позначають напрямок динаміки з часом. Окремі криві відповідають початковим умовам (0,9,0,01), 
(0,8,0,15), (0,7,0,3), (0,5,0,4), (0,4,0,45). 

Рис. 1. Схематичне зображення реплікатора у середовищі зі стороннім зв’язком. Зліва зверху матриця 
виплат А, що задає залежні від частоти зміни в стратегіях. Справа – зміна стратегій за реплікатором. 

Знизу – динаміка середовище-реплікатор-стратегія 
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При цьому ми вважаємо що R < S і T > P.
Тоді осцилююча модель буде мати такий 

вигляд:

 x x x x nPS TR PS` ,� �� � � �� ��� �� � � �� �1 1 2� � �

n n n x�̀ �� � � � �� ��� ��1 1 1 �                (3)

При таких умовах існують п'ять фіксованих 
точок. Чотири з них представляють «граничні» 
нерухомі точки: 

1) (x* = 0, n* = 0) – «уникаючі» стратегії 
в спустошеному середовищі;

2) (x* = 0,n* = 1) – «уникаючі» стратегії в напо-
вненному середовищі;

3) (x* = 1, n* = 0) – кооперативні стратегії 
в спустошеному середовищі

4) (x* = 1,n* = 1) – кооперативні стратегії 
в наповненному середовищі.

Висновки
У наданій публікації було проаналізовано існу-

ючі дослідження використання коеволюційної 
теорії ігор в контексті аналізу проблем біології на 
прикладі гри «голуб-яструб» в контексті вакціна-
ції, було оглянуто розроблену модель осцылуючоъ 
еволюцыйноъ гри трагедії спільноти. Оглянуто 
вектори використання подібних моделей для ана-
лізу поведінки бактеріологічних культур.

Поширення поточної моделі на мікробні та люд-
ські соціальні системи може поглибити розуміння 
короткострокових та довгострокових наслідків 
окремих дій у мінливому та мінливому середовищі

Рис. 3. Швидка-повільна динаміка гри зі зворотнім зв’язком, де x та n це повільні та швидкі змінні 
відповідно – включаючи критичні розгортки та набуті динаміки. На обох діаграмах чорні лінії 

позначають критичні розгортки атракторів суцільними лініями а штриховкою – “відлякуючі” атрактори. 
Сині лінії та подвійні стрілки позначають очікувану швидку динаміку в межі ε → 0. Червоні кола 

позначають точки біфуркації швидкої підсистеми, параметризовані n. Поодинокі стрілки позначають 
очікувану повільну динаміку. Сіра крива позначає набуту орбіту. В обох верхніх діаграма ε = 0.1 and 
θ = 2. Затухаючі коливання, що збігаються до гетероклінічного циклу виникакють через седловидну 

біфуркаціюу швидкій підсистемі за параметром n з “відлякуючим” атрактором. Матриця виплат 
А задається формулою 21. Знизу – затухаючі коливання, що збігаються до гетероклінічного циклу 
виникакють через седловидну біфуркаціюу швидкій підсистемі за параметром n з “притягуючим” 

атрактором. Матриця виплат А задається формулою 23
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Рис. 4. Інваріантність динаміки системи з огляду на зміну відносної швидкості стратегії та динаміки 
навколишнього середовища. Параметр ε змінюється від 0,1 до 10 у тих випадках, коли очікується, 

що динаміка призведе до гетероклінічного циклу (зліва) та до внутрішньої нерухомої точки (праворуч). 
Хоча перехідна динаміка відрізняється, якісна динаміка залишається інваріантною щодо змін ε
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Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

Baryshych L.M., Baklan I.V. REPLICATOR DYNAMICS WITH FEEDBACK-EVOLVING GAMES:  
TOWARDS A CO-EVOLUTIONARY GAME THEORY

The publication analyzes existing research on the use of coevolutionary game theory in the context of 
analyzing the problems of biology on the example of the game "pigeon-hawk" in the context of vaccination, 
reviewed the developed model of oscillating evolutionary game of community tragedy. Vectors of use of similar 
models for the analysis of behavior of bacteriological cultures are considered.

The proposed model of replicator dynamics for feedback games considers the effects of repetition when 
repetitive actions of the game affect the environment. Here, individual agents do not play against each other 
repeatedly or, in other words, do not "remember" how they have repeatedly played against each other. Instead, 
the game that develops with feedback changes over time as a direct result of the accumulated actions of agents. 
Until now, we have assumed that the environment can recover from an almost depleted state. The rate of 
recovery was considered proportional to the share of the cooperator. In this sense, our work also points to new 
opportunities for control – whether recovery or resource constraints.

This publication will look at a unified approach to analyzing and understanding games that develop with 
feedback. This approach is called by the inventors "coevolutionary game theory", which refers to the related 
evolution of strategies and environment. A key conceptual innovation of this approach is the expansion of the 
replicator dynamics, including dynamic changes in the environment. In this sense, this approach complements 
recent attempts to consider the evolution of benefits in a fixed environment [5]. Here, changes in the environment 
modulate payments. With this assumption, we can analyze problems in which the individual behavior of the 
agent is an integral part of the system. To study a specific case, we return to the tragedy that arose in the 
example of public use, and ask: what will happen if the overuse of the resource changes the incentives for future 
actions of players? As researchers have shown, the accumulated feedback from decisions can subsequently 
change payments, leading to new dynamic phenomena and new challenges for control.

Key words: game theory, community tragedy, evolutionary games, coevolution, replicator dynamics.


